
3.3  固体热容的量子理论

一.  经典理论
二.  爱因斯坦模型（Einstein 1907年）
三 德拜模型（D b 1912年）三.  德拜模型（Debye  1912年）
四.  实际晶体的热容

参考：黄昆书 3.8节（p122-132）
Kittel 书 5.1节（79－87）

前面提到：热容是固体原子热运动在宏观性质上的最直接
体现，因而对固体原子热运动的认识实际上首先是从固体热容
研究开始的。我们讨论固体热容仍是以揭示原子热运动特征为
目的 而完整地介绍热容统计理论应是统计物理的内容目的，而完整地介绍热容统计理论应是统计物理的内容。



固体热容由两部分组成：一部分来自晶格振动的贡献 称为固体热容由两部分组成： 部分来自晶格振动的贡献，称为
晶格热容；另一部分来自电子运动的贡献，称为电子热容。
除非在极低温度下，电子热容是很小的（常温下只有晶格热
容的1％）。这里我们只讨论晶格热容。
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固体热容

` 热容（heat capacity）是热力学的一个物理量，表示物质每升高一个单位温度所需要吸收的能量

C = lim
∆TÑ0

∆E
∆T

=
BE
BT

(1)

热容是一个广延量（extensive property），即跟物质的质量、体积成正比 1，因此实际常常采
用比热（specific heat capacity），定义为单位质量或体积的热容。

比如水在25 °C 的等压比热为 cp =

(
BE
BT

)
p
= 4.1813 J K´1 g´1。2

+ 固体热容主要有两部分贡献：来自晶格振动的贡献，称为晶格热容；以及来自自由电子的贡献，
称为电子热容。

+ 除非在极低温下，否则固体热容主要由晶格热容贡献，电子热容占的比例比较小！

1与之相反，与质量、体积无关的量称为强度量（intensive property），比如温度、压强等物理量。
2https://en.wikipedia.org/wiki/Table_of_specific_heat_capacities
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杜隆—珀蒂定律

` 达到热平衡（thermal equilibrium）时，任何在能量中以二次出现的自由度都有着 1
2

kBT
的平均能量。

“ In thermal equilibrium, any degree of freedom (such as a component of the position or velocity of a particle)
which appears only quadratically in the energy has an average energy of 1

2
kBT. ”

— Wiki

比如，平均平移动能、旋转动能以及振动能量

x
1

2
mv2y = x

1

2
Iω2y = x

1

2
Kx2y =

1

2
kBT (2)

+ 当量子效应开始显著时，能量均分不再准确！

能量均分定理（Equipartition theorem）

` 1819 年，法国物理学家 Pierre Louis Dulong 和 Alexis Thérèse Petit 年发现大多数固体常温下
的摩尔热容量差不多都等于一个与材料和温度无关的常数值（25 J mol´1 K´1）, 这个结果就称
为杜隆—珀蒂定律（Dulong-Petit law）。3

` 根据能量均分定理，固体中的每个自由度的平均动能和势能都是 1
2

kBT，一摩尔原子总共有
3NA 个自由度

E = 3NA ˆ
1

2
kBT ˆ 2 ñ C =

BE
BT

= 3NAkB = 24.9433 J mol´1 K´1 (3)
3https://en.wikipedia.org/wiki/Dulong%E2%80%93Petit_law
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杜隆—珀蒂定律的失败

图 – 25 °C 时各种元素的摩尔比热。4

+ 杜隆—珀蒂定律对于一些含轻元素、结合比较强的晶体的比热描述不够准确，比如金刚石，硼
等。

4https://en.wikipedia.org/wiki/Dulong%E2%80%93Petit_law
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杜隆—珀蒂定律的失败

` 根据能量均分定理，单原子气体只有 3 个平动自由度，因此摩尔比热为 3
2

NAkB；双原子气
体有 3 个平动、2 个转动和 1 个振动自由度（包括动能和势能），因此摩尔比热为 7

2
NAkB。
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图 – 双原子分子气体摩尔比热随温度变化示意图。

+ 实际上，氢气在低温下的摩尔比热仅为 3
2

NAkB，表现地跟单原子分子气体一样！这是由于旋转
自由度（角动量）以及振动自由度都是量子化的，低温下量子效应开始显著。
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杜隆—珀蒂定律的失败

` 根据杜隆—珀蒂定律，固体的比热不随温度变化，而实际上固体的晶格比热随温度降低而减小!
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图 – 铝、硅和金刚石的晶格摩尔比热随温度变化关系，数据由 Phonopy 计算得到。5

5https://phonopy.github.io/phonopy/setting-tags.html#thermal-properties-related-tags
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一维谐振子

` 一维经典谐振子和量子谐振子的总能量、热容与温度的关系：
Ec = kBT

Eq =

[
1

eβh̄ω ´ 1
+ 1

2

]
h̄ω

 C =
BE
BT

β = 1/kBT


Cc = kB

Cq =
eβh̄ω [βh̄ω]2

[eβh̄ω ´ 1]2
kB

 (4)
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图 – 一维经典（红线）/量子（蓝线）谐振子的总能量（左）和热容（右）随温度变化曲线。

+ 当 h̄ω/kBT ! 1 时，量子效应不再明显，系统趋于经典。室温300K 对应于 ω = 208.51 cm´1

或 f = 6.25THz。
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晶格热容的量子理论

` 晶格振动可以看成很多相互独立的不同模式声子，对不同模式的声子能量进行求和得到：

Elatt(T) =

ż

dω ρ(ω)

[
h̄ω

eβh̄ω ´ 1
+

h̄ω
2

]
(5)

=

ż

dω

 1

Nc

ÿ

qPBZ

3Na
ÿ

ν=1

δ(ω ´ ωqν)

[
h̄ω

eβh̄ω ´ 1
+

h̄ω
2

]
(6)

=
1

Nc

ÿ

qPBZ

3Na
ÿ

ν=1

[
h̄ωqν

eβh̄ωqν ´ 1
+

h̄ωqν
2

]
(7)

` 晶格等容热容就可以写成 6

Clatt
V (T) =

(
BElatt

BT

)
V

=

ż

dω ρ(ω)

[
eβh̄ω [βh̄ω]2

[eβh̄ω ´ 1]2
kB

]
(8)

=
1

Nc

ÿ

qPBZ

3Na
ÿ

ν=1

eβh̄ωqν [βh̄ωqν ]2

[eβh̄ωqν ´ 1]2
kB (9)

+ 实际晶体的色散关系 ωqν 非常复杂，因此常常采用一些近似！

No. of Phonons

Average
Phonon Energy

6https://phonopy.github.io/phonopy/formulation.html#constant-volume-heat-capacity
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二.  Einstein 模型

1907年 Einstein 用量子论解释了固体热容随温度下降的
事实，这是1905 年 Einstein 首次用量子论解释光电效应后，
量子论的又 巨大成功 对于人们从经典理论的思想束缚中解量子论的又一巨大成功，对于人们从经典理论的思想束缚中解
放出来起了巨大作用。所以它的意义远远超过了解释固体热容
本身的价值本身的价值。

Einstein 保留了原子热振动可以用谐振子描述的观点，但
放弃了能量均分的经典观念 而假定其能量是量子化的放弃了能量均分的经典观念，而假定其能量是量子化的：

1( )
2i i in   

在与环境温度处于热平衡状态时谐振子按时间的平均能量为：

2

当 时，即高温下：

和经典理论是一致的，只是在低温下

B ik T   i Bk T 
2 1

i
B

i i
i

k Te


   


 

和经典理论是 致的，只是在低温下
量子行为才是突出的。

1Be 
xex 1



为确定谐振子的平均能量， Einstein又做了一个极为简单
的假定 他假定晶体中所有原子都以同 频率 在振动 因的假定，他假定晶体中所有原子都以同一频率 E在振动。因
而在一定温度下，由N个原子组成的晶体的总振动能（忽略零
点能）为：点能）为：

  


N N
E

Tk
i

i N
e

E
Bi

3 3

/ 3
1 

 





 

  






i i

B

E

Tk
e1 1 1exp

1 

2

2

exp
3

E

BE
V B

k TEC Nk




 
       




于是， 2

exp 1
V B

B E

B

T k T

k T


      
  

  


于是

 

定义：Einstein温度
E

ET
k



 可以通过和实验曲线的

拟合确定具体数值E
Bk 拟合确定具体数值。



2

3 3 ( )
ET

T
E ET e TC Nk Nk f   

2

3 3 ( )
( 1)

EV B B ET
T

C Nk Nk f
T Te

  
  

称作Einstein热容函数，它是温度的函数：( )E
E

Tf
T

以上推导是基于晶体共有N个原胞而每个原胞只有一个原子以上推导是基于晶体共有N个原胞而每个原胞只有 个原子
的情形。对于晶体共有N个原胞而每个原胞有n个原子的情形，
则有：

2 ET
TT Te 

2

3 3 ( )
( 1)

E

T
E E

V B B ET
T

T TeC nNk nNk f
T T

e

   
  ( 1)e



2

3 3 ( )
E

E

T
T

E E
V B B ET

T e TC Nk Nk f
T T

   
 

ET
2

( )
( 1)

EV B B ET
T

f
T Te

 
  

高温下：T >> TE
1ET

T


)1(利用公式

可以给出： ( ) 1E
E

Tf
T



xex 1 )1( x

BV NkC 3

这正是 Dulong－Petit 定律的结果。因为高温下，

谱

B Ek T  

k T

T

谐振子处于高激发态， 比量子阶梯大的多，振动谱的

量子性质变得不那么重要了，就是经典理论描述的结果。

Bk T

在低温下，只有 的那些格波才能被激发，因而才
对热容有贡献，而频率高于 的格波已经冻结，对热

/Bk T  

/Bk T 对热容有贡献，而频率高于 的格波已经冻结，对热
容无贡献。

B



在低温下：T << TE 1
ET

Te 
2

3
ET

E T
V B

TC Nk e
T

   
 

很显然，表达式中指数项起主要作用，温度下降，热容量降低。
当T0时 C 0 这与实验结果定性符合 但更精细的实验

T 
 

当T0时，CV 0，这与实验结果定性符合。但更精细的实验
结果表明，当温度很低时， CV∝ T3，这说明Einstein理论假定
单一频率是过分简单：Einstein模型只适于描写格波中的光学单 频率是过分简单：Einstein模型只适于描写格波中的光学
支，因为光学支一般频率宽度很窄，可以近似的用一个固定频
率来描述。Einstein模型实际忽略了频率较低的声学波对热容的
贡献。而在低温时声波对热容的贡献恰恰是主要的，因此上式
所示的热容随温度下降要比实验结果更快。

由于这些不足，Debye, Born等人开始了晶格振动的仔细研究，
给出频率表达式。



Ei i 模型的局限性在哪里？Einstein 模型的局限性在哪里？



尽管模型仍有不足之处， 但 Einstein使用一个可调参数
TE(ωE)就可以基本解释热容－温度关系的做法应当看作是E( E)就可以基本解释热容 温度关系的做法应当看作是
理论物理工作的一个典范之作。这充分说明，能量量子化
才是理解晶格振动问题的关键，这也间接印证了提出用声
子概念讨论晶体性质的必要性子概念讨论晶体性质的必要性。



金刚石比热测量值
与Ei t i 模型给出与Einstein模型给出
结果的比较。

1320KET E



三.Debye  模型：

把固体中各个原子的振动看作相互独立的 因而 个振Einstein把固体中各个原子的振动看作相互独立的，因而3N个振
动频率都相同。而实际原子之间有很强的相互作用，振动格
波的频率不是固定的 而是有一个分布波的频率不是固定的，而是有 个分布。

Debye（1912）修正了原子是独立谐振子的概念，而考虑晶格的
集体振动模式 他假设晶体是连续弹性介质 原子的热运动集体振动模式，他假设晶体是连续弹性介质，原子的热运动
以弹性波的形式发生，每一个弹性波振动模式等价于一个谐
振子，能量是量子化的，并规定了一个振子，能量是量子化的，并规定了 个

弹性波频率上限 ，称之为德拜频率。D



因为由 个原胞（每个原胞只有 个原子）组成的晶体其自因为由 N 个原胞（每个原胞只有一个原子）组成的晶体其自
由度为 3N，所以只能有

D

3N 种振动模式，故：
0

( )d 3D g N  
代入弹性波的态密度：   2

2

3
3
2

Vg
v



 sv q 

2 sv

1
即可确定德拜频率数值：

其中n是单位体积原子数。
 

12 3 3
2 36 6s

D s
N v n v

V
 

 
  
 其中 单位体积 子数  



德拜频率 是一个十分有用的参数，它的直接意
义是在弹性波近似下，晶格振动的最高频率。与此相关我

D

们还可以定义德拜温度和德拜半径：

1
 

1
2 36D

D
s

q n
v
  

D
D

B

T
k





在德拜模型下：

3 3

0
1 1

( ) dD

i

N N
i

i
i i k Tk T

E g


 
   

 

     

 

1 1 11 BB
i i k Tk T ee  

修订了Einstein单一振动频率的假定 求和变积分修订了Einstein单 振动频率的假定，求和变积分，

代入弹性波态密度表达式后，即可给出：



3

2 3

3 d
2

DVE




   

 (1)

 

2 3 0

4 3

2
1Bs k T

T

v
e

k




 

 4 3

2 3 3 0

3 d
2 1

DT
B T

x
s

k TV x x
v e

 
 B

x
k T





s

3 3

9 d
DT

TT xNk T x
 

   09 d
1B x

D

Nk T x
T e

    


3 4

29 d
DT x

T
V B

E T x eC Nk x
   

     于是： 对(1)式求导 20
9 d

1
V B x

DV

C N
T T e

      
于是：

给出了热容温度关系 为了便于比较 我们仍从高

对(1)式求导

给出了热容温度关系。为了便于比较，我们仍从高
低温度极限情形进行讨论。



在高温下：T >> TD，即： 1x
k T


 


同样利用公式：
Bk T

xex 1

 







 T

T

B
D

B

D

TNkdxx
T
TTNkE

0

2
3

39
 D

BV NkC 3

这一结果与 Dulong－Petit定律一致，和 Einstein 模型结这 结果与 g 定律 致，和 模型结
论也一致，相当于全部弹性波模式都被激发，可以忽视量
子效应的经典情形。



在低温下：T << TD，即 x >>1 

证明见后。能量公式中：
1511

4

0

3

0

3 









dx
e

xdx
e

x
x

T
T

x

D

所以：
3

4
4

0

33

5
3

1
9 B

T
T

xB T
TNkdx

e
x

T
TTNkE

D











 

3
-1 -1 -1(mol ) 1941 J mol KV

TC
T

 
   

 

51 DD TeT 
3

412







TNkC  DT 

这个结果不同于 Einstein 模型的结论，被称作德拜 T3

5 






D

BV T
NkC 

这个结果不同于 Einstein 模型的结论，被称作德拜 T
定律，只要选出恰当的德拜温度数值，该表达式给出的理论
曲线可以很好的拟合实验曲线。这是因为低温下，只有波长
长的声学模式（低ω）被热激发，高能量的被冻结，弹性波
近似恰好符合低温时的情况。所以给出了满意的结果。
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Debye 模型和实验结果Debye 模型和实验结果
的比较

（实验点是金属镱比热（实验点是金属镱比热
测量值）

该图的画法值得注意该图的画法值得注意，

取 为坐标，消除了
T
T

不同物质的区别，突出

反映德拜规律

DT

反映德拜规律。



D

T
T

见阎守胜：固体物理基础 p112 图



KCl 的晶格比热在低温KCl 的晶格比热在低温
低温与T3成正比关系

注意：对热容的贡献不注意：对热容的贡献不
仅来自晶格，还有自由
电子等。

见 Blakemore：Solid State Physics   P128



德拜模型的局限性?德拜模型的局限性?
什么条件下德拜模型是严格成立的？



然而随着低温测量技术的发展，越来约暴露出德拜理论与实
验间仍存在显著的偏差，不同温度下得到的德拜温度数值不验间仍存在显著的偏差，不同温度下得到的德拜温度数值不
同就是德拜理论局限性的明证。

一个常用的比较理论与实验的办法
是在各个不同温度令理论函数是在各个不同温度令理论函数
Cv(T/TD)与实验值相等而定出TD。
假若德拜理论精确成立，各个温度
下确定出的TD都应该相同。但实际
证明不同温度下得到的TD是不同的。

见黄昆书p130-p131之说明



德拜模型的局限性是容易理解的，因为使用弹性波色散
关系描述格波的假设是一种近似，它忽略了格点的不连续性，
对于那些长波或频率低的波，它们不连续性的效果是不重要
的 采用这个近似是允许的 可是当波长短到足以与原子间的，采用这个近似是允许的。可是当波长短到足以与原子间
距相比较时，德拜近似就失效了，所以德拜模型不足以全面
地表述晶格振动的性质 只是比较准确地表述了低温下晶格地表述晶格振动的性质，只是比较准确地表述了低温下晶格
振动的性质。

尽管如此 德拜模型的成功还是被充分肯定的尽管如此，德拜模型的成功还是被充分肯定的。



德拜温度 是一个衡量晶体物理性质的重要参量，( )D DT 

多数晶体在200K－400K之间，个别弹性模量大、密度低的晶

体 如金刚石 B B 等到达1000K以上

( )D D

体，如金刚石,Be,B 等到达1000K以上。

从德拜温度数值可以估出晶格振动频率的量级：

23 1
13 1

34

1.38 10 J K2 , (K) 10
6.626 10 J s

Bk Tf f T s
 




 
   

 
 �


=

6.626 10 J s

德拜温度可以看作是一个分界温度，近似地表示了经典理
论的使用范围 在该温度以下 许多模式被冻结 必须使用量论的使用范围，在该温度以下，许多模式被冻结，必须使用量
子理论处理。



各
资资
料
中
数数
值
略
有有
差
异异
。

要
记
住
量
级级

见 Blakemore：Solid State Physics   P130



实际上，经简单的数量级估算即可得出在Debye近似下，在很低实际上，经简单的数量级估算即可得出在 y 近似下，在很低

温度下晶格热容与 T3 成正比的结果。

在非常低的温度下 由于短波声子的能量太高 不会被热在非常低的温度下，由于短波声子的能量太高，不会被热

激发，而被“冷冻”下来。所以 的声子对热容几

乎没有贡献 只有那些
Bk T �≥

qy

乎没有贡献；只有那些

的长波声子才会被热激发。
Bk T 

DqD

因此，低温下晶格热容的贡献
主要来自于长波声子的贡献。

qxT

qT在 q 空间中，被热激发的声
子所占的体积比约为： qxT

3 3 3
T T

D D D

q T
q T




     
      

     D D Dq T     



而每个被激发的振动模式（声子）具有的能量约为 kBT。因此，
3

 

3
 

由于热激发，系统所获得的能量为：

3

( ) 3B
D

TE T k T N
T

 
   

 
3

312V B
D

E TC Nk T
T T

 
      

也给出一个很好的近似结果。

就实际晶体而言， CV∝ T3必须在很低的温度下才成立，
大约要低到 T~TD/50，即约10 K以下才能观察到CV随T3变化。

说法不一！！有1/12 ,  1/30 不同说法。

Debye模型在解释晶格热容的实验结果方面已经证明
是相当成功的，特别是在低温下， Debye理论是严格成立
的。但是，需要指出的是Debye模型仍然只是一个近似的
理论，仍有它的局限性，并不是一个严格的理论。



四.  晶格振动对热容的贡献的严格计算：

现今，我们已经对晶格振动有了比较严密的理论计算，
也有实验的精密测量，因此对晶格热容的了解，可以说已经
比较完善了，固体热容测量已经成为我们了解固体结构和性
质变化的手段之一。
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于是，在一定温度下，晶格振动的总能量为：
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将对 的求和改为积分将对j的求和改为积分
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为晶格振动的态密度。 m为截止频率。( )g 
m

 
0

3
m

g d nN


  



   
0 1

m

E T dg
  




 
 






晶格热容

0 exp 1
Bk T
 

 
 



晶格热容：
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如果已知某种晶体的晶格振动态密度 g() ，我们
即可根据上式求出晶格热容来 但这并不是 件很容即可根据上式求出晶格热容来，但这并不是一件很容
易的事情，往往需要近似计算。



德拜近似和实际晶体态密度的差异是明显的，但在
足够低的温度下 德拜模型是一个良好的近似足够低的温度下，德拜模型是 个良好的近似。

实验测出的Cu态密度图，

见阎守胜：

固体物理基础 p113 图

可以使用德拜近似，使两
种曲线包围的面积相等。

固体物理基础 p113 图
黄昆书P133



一维情形

一维双原子链

态密度示意图态密度示意图

Einstein 模型

Debye 模型y 模型
1( )

s

Lg
v




 

混合模型

s

见Phonons 一书 Ⅰp48



三维情形

双原子三维晶体
态密度示意图

Einstein 模型

( ) ( )Eg N    

Debye 模型

2 2

3( ) 9
D

g N 

 

  
 

混合模型

见Phonons 一书 Ⅰp76



小结：对晶格振动的认识过程：

晶格中的原子热运动：

原子被当作独立谐振子 能量均分定理 Dulong－Petit定律

能量量子化 Einstein 模型

是集体运动近似作弹性波 Debye  模型

必须用格波色散关系表述 声子学说必须用格波色散关系表述 声子学说



Einstein 模型：
把晶体中的原子看作是 些具有相同圆频率 并能在把晶体中的原子看作是一些具有相同圆频率 并能在

空间做自由振动的独立谐振子，根据Plank理论，他假定每个
谐振子的能量是量子化的。

E

谐振子的能量是量子化的。
这个模型抓住了本质现象，但过于简化，只是定性地说

明了热容温度关系，定量上不够精确。

Debye  模型：
把晶体中原子间相互关联的运动看作是在一个连续的、

各向同性介质中的波，并用一个最高频率 为上限的弹性
波频谱来表述

D
波频谱来表述。

由于德拜理论所引入的频率分布具有晶体实际频率分布
的某些特征，因此除去最精密的测量外，这个模型与简单晶的某些特征，因此除去最精密的测量外，这个模型与简单晶
体的热容测量结果是吻合的，特别是低温部分。





为什么要用量子力学的观点研究晶格振动？经典模型
在什么地方出现了失败？

爱因斯坦的声子模型与经典模型有什么区别？存在什
么样的局限性？低温下对固体热容的描述与真实结果么样的局限性？低温下对固体热容的描述与真实结果
有什么区别？

德拜模型做了哪些改进，仍然存在哪些不足？



1 固体的热容在低温下迅速降低 与经典1、固体的热容在低温下迅速降低，与经典
的能量均分定理矛盾，必须用量子谐振子
来描述晶格的振动 （经典D l P ti来描述晶格的振动。（经典Dulong-Petie
定律的局限）

2、固体中的原子之间存在很强的相互作用，
因而不能看成有固定频率的独立谐振子因而不能看成有固定频率的独立谐振子
（爱因斯坦模型的局限）

3、固体中格点之间的相互作用与弹性介质
是有区别的 弹性介质中所有的原子都以是有区别的，弹性介质中所有的原子都以
同一频率，同一相位振动，这个近似只适
合于长波极限（德拜模型的局限）合于长波极限（德拜模型的局限）



从以上讲述中我们不难看到 固体物理中处理的是

近似的艺术

从以上讲述中我们不难看到，固体物理中处理的是
有大量粒子存在且粒子之间有强相互作用的体系，不可能
精确求解 通常用一些简单的物理模型处理问题 简单模精确求解，通常用 些简单的物理模型处理问题，简单模
型包含了复杂问题的关键所在。因此在处理物理问题时要
注意物理模型的选取，从这个意义上来说，固体物理的发
展史也可以说是物理模型的演变史。

莫奈：日出印象
齐白石作品



习题习题
3.5  有N个相同原子组成面积为 S 的二维晶格，在德拜近似下计

算热容，并论述在低温极限下热容正比于T 2 。黄昆3.8题

3 6 设晶体中每个振子的零点振动能为 试用德拜模型求
1 3.6  设晶体中每个振子的零点振动能为 ，试用德拜模型求

晶体的零点振动能。黄昆3.10题 2


3.7   在三维晶体中利用德拜模型(ωD 是德拜频率)：
a 证明高温时 0－ω 范围内的声子总数与温度 T 成正比a.  证明高温时，0－ωD 范围内的声子总数与温度 T 成正比
b.  证明甚低温度下，0－ωD 范围内的声子总数目与温度 T3

成正比。成正比




